
Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir à la maison à rendre le vendredi 2 février 2024

L’ANNEAU DES MATRICES CIRCULANTES

Trois niveaux de difficulté/longueur :

— Piste verte : partie 1 et questions 1) à 3) de la partie 2.

— Piste bleue : partie 1 et questions 1) à 4) de la partie 2.

— Piste rouge : tout le devoir.

Les deux parties de ce devoir sont indépendantes.

1 UNE FAMILLE LIBRE DE FONCTIONS

On note f la fonction x 7−→
1

x2 + 1
sur R.

1) Montrer que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn ∈ R[X ] dont i n’est pas racine pour lequel pour tout x ∈ R :

f (n)(x) =
Pn(x)�

x2 + 1
�n+1

.

2) Montrer que la famille des dérivées
�

f (n)
�

n∈N
est libre dans le R-espace vectoriel RR.

2 L’ANNEAU DES MATRICES CIRCULANTES

Soit n ∈ N∗. On appelle matrice circulante (de taille n) toute matrice de la forme C(x0, . . . , xn−1) =





x0 x1 x2 · · · xn−1

xn−1 x0 x1 · · · xn−2

xn−2 xn−1 x0 · · · xn−3
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x1 x2 x3 · · · x0




avec x0, . . . , xn−1 ∈ C.

On note C l’ensemble de ces matrices et U la matrice C(0, . . . , 0, 1).

1) a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel deMn(C) et calculer sa dimension.

b) Compléter pour tous x0, . . . , xn−1 ∈ C : C(x0, . . . , xn−1)U = C( ? , . . . , ? ) et C(x0, . . . , xn−1)
⊤ = C( ? , . . . , ? ).

2) a) Montrer que Uk ∈ C pour tout k ∈ N.

b) En déduire queC = C[U] oùC[U] est l’ensemble des polynômes en U — qui ne sont pas des polynômes, attention !

c) En déduire que C est un sous-anneau commutatif deMn(C).

3) On pose σ(M) = m1,1 + . . .+m1,n pour tout M ∈Mn(C), puis K =
¦

M ∈ C | σ(M) = 0
©

.

a) Montrer que σ est linéaire, i.e. que pour tous M , N ∈Mn(C) et λ,µ ∈ C : σ(λM +µN) = λσ(M) +µσ(N).

b) Montrer que K est un sous-espace vectoriel de C . Est-ce un sous-anneau de C ?

c) Montrer que C =K ⊕ Vect(U). Que vaut la dimension de K ?

4) On pose ω= e
2iπ
n et Ω =
�
ω(i−1)( j−1)
�

1¶i, j¶n
, puis pour tout k ∈ ¹0, n− 1º : Xk =





1

ωk

ω2k

b

b

b

ω(n−1)k



.

a) Montrer que ΩΩ = ΩΩ = nIn, où la barre désigne une conjugaison

coefficient par coefficient.

b) Montrer que pour tous M ∈ C et k ∈ ¹0, n− 1º : MXk = σk(M)Xk pour un certain σk(M) ∈ C à préciser.

c) En déduire que la matrice Ω−1MΩ est diagonale pour tout M ∈ C .

d) Montrer que pour toute matrice diagonale D ∈Mn(C) : ΩDΩ−1 =

n−1∑

k=0

dk+1,k+1 XkXk

⊤
, puis que ΩDΩ−1 ∈ C .

e) En déduire une caractérisation du groupe U(C ) des inversibles de l’anneau C .

5) On note S l’ensemble des matrices symétriques de C . Montrer que S est un sous-espace vectoriel de C et calculer

sa dimension. Est-ce un sous-anneau de C ?
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