I ANNEAU DES MATRICES CIRCULANTES

Trois niveaux de difficulté/longueur :
— Piste verte : partie 1 et questions 1) a 3) de la partie 2.
— DPiste bleue : partie 1 et questions 1) a 4) de la partie 2.

— Piste rouge : tout le devoir.

Les deux parties de ce devoir sont indépendantes.

@ 1 UNE FAMILLE LIBRE DE FONCTIONS

On note f la fonction x — sur R.

x2+1

1) Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] dont i n’est pas racine pour lequel pour tout x €R :

(n) _ P,(x) )
f (X) (x2 + 1)n+1

2) Montrer que la famille des dérivées ( f (“))neN est libre dans le R-espace vectoriel RX.

@ 2 I’ANNEAU DES MATRICES CIRCULANTES

X0 X1 X2 vt Xp—1

Xn—1 X0 X1 ot Xp—2

Soit n € N*. On appelle matrice circulante (de taille n) toute matrice de la forme C(xg,...,xX,_1) = | *n—2 Xn-1 X0 *** Xp-3
avec Xg,...,x,_1 €C. : : o :
bl Xy X3 ot Xg

On note ¢ I'ensemble de ces matrices et U la matrice C(0,...,0,1).

1) a) Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de .#,(C) et calculer sa dimension.

b) Compléter pour tous Xy,...,X,_; €EC: C(xg,..., X, )U=C(?,...,?) et C(xp,...,Xp1) =C(?,..., 7).

2) a) Montrer que U* € ¢ pour tout k € N.
b) Endéduire que € = C[U] ou C[U] est 'ensemble des polynémes en U — qui ne sont pas des polynémes, attention !

¢) En déduire que 6 est un sous-anneau commutatif de .#,,(C).
3) On pose o(M)=m;;+...+m, pour tout M € .#,(C), puis % = {M €| oM)= O}.

a) Montrer que o est linéaire, i.e. que pour tous M,N € #,(C)et A,ucC: o(AM +uN)=Ac(M)+ uo(N).

b) Montrer que % est un sous-espace vectoriel de €. Est-ce un sous-anneau de 6 ?

¢) Montrer que 6 = . @ Vect(U). Que vaut la dimension de ¢ ? 1
k
w
2i . .
4) Onpose w=en et = (w(l_l)(l_l))lgugn, puis pour tout k € [0,n—1] : X, =| o*
a) Montrer que Q€ = QQ = nl,, ol la barre désigne une conjugaison w1k

coefficient par coefficient.
b) Montrer que pour tous M € € etk €[0,n—1]: MX, =0, (M)X, pour un certain o,(M) € C a préciser.
¢) En déduire que la matrice Q' M est diagonale pour tout M € 6. X
-
d) Montrer que pour toute matrice diagonale D € .#,(C) : QDQ ™' = Z dir1x1 X k)TkT, puis que QDN € 6.

k=0
e) En déduire une caractérisation du groupe U(%’) des inversibles de 'anneau 6.

5) On note & I'ensemble des matrices symétriques de 4. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de € et calculer
sa dimension. Est-ce un sous-anneau de %6 ?



